
  

 

 ػصل ذشم ریاضیات یازدهم تجربی :

 
 بهتره در ابتدا با ذکل تعریف ریاضیاتی حد آذنا بشیم و بعد در موردش مػصل با هم حرف بزنیم :

 یعنی : میل میکند   عدد حؼیؼیبه دمت   رو وؼتی که      میگوییم ، حد تابع 

   
   

     

 حتما میپردی میل کردن یعنی چی ؟

 خیلی داده ادت :

خیلی خیلی به یک نؼطه نزدیک ذدن رو میگیم میل کردن . مثلا وؼتی  نزدیک ذدن . یا ذایدم به عبارت بهتر ، میل کردن یعنی : خیلی
 هر عدد حؼیؼی دلخواهی میتونه باذه ( نزدیک ادت .  ) که   خیلی خیلی به   یعنی     میگیم  

 نزدیک میشه ؟ باید در جوابت بگم بله ...     حالا حتما میپردی آیا از جهت و دمت خاصی 

 . دمت چپو یا از دمت رادت نزدیک میشه : از   همیشه از دو جهت به عدد حؼیؼی دلخواهی مثل   

 دو نوع میل کردن وجود داره :پس الان میدونیم که برای محادبه حد 

خیلی خیلی نزدیک میشه . یا به عبارت   از دمت رادت داره به   یعنی      وؼتی مینویدیم  میل کردن از دمت رادت : (1
 1 هب 1با مؼادیر بیشتر از   یعنی      نزدیک میشه . پس اگه مثلاً دیدی   به   با مؼادیر بیشتر از   خیلی بهتر باید بگیم 

 نزدیک میشه . 1و ... داره و به دمت   1/01و  1/1مؼدارهایی مثل    نزدیک میشه ، پس
خیلی خیلی نزدیک میشه . یا به عبارت خیلی   از دمت چپ داره به   یعنی      وؼتی مینویدیم میل کردن از دمت چپ :   (2

نزدیک  1 به 1با مؼادیر کمتر از   یعنی      نزدیک میشه . پس اگه مثلاً دیدی   به   با مؼادیر کمتر از   بهتر باید بگیم 
 نزدیک میشه . 1و ... داره و به دمت  0 01/و  1/0مؼدارهایی مثل   میشه ، پس 

 به مثال زیر دؼت کن :



  

 

 :را به صورت مؼابل نمایش میدهیم     روی محور اعداد        

 

 را به صورت مؼابل نمایش میدهیم:     روی محور اعداد          

   

یعنی       رو محادبه میکنیم و وؼتی مینویدیم  حد رادت یعنی داریم     الان دیگه میدونیم که وؼتی مینویدیم         
 رو محادبه میکنیم . حد چپداریم 

نمیردد . یا به عبارت بهتر باید بگم در برردی حد تابع ها ، ما هیچ کاری   میل میکند ، هرگز به خودِ   از چپ یا رادت به   وؼتی       
 نداریم .   به خودِ نؼطۀ 

  . در نؼطه پایانی دامنه هم تابعی وجود ندارد  میل کند ، چون از ررف چپِ   ػؼط میتواند از رادت به   در نؼطۀ ذروع دامنه ،        
 تابعی وجود ندارد. به ذکل زیر دؼت کن تا منظورمو بهتر متوجه بشی :   میل کند چون از دمت رادت   ؼط میتواند از چپ به ػ

 

 

 تو خالی هدتند ؟   و   و  حالا حتما میپردی چرا هر ده نؼطۀ 

 یادته که توی دو نکته ؼبل گػتم ما موؼع برردی حد به خودِ نؼطه کاری نداریم.

 به ذکل زیر نگاه کن ، تا با هم مػهوم حد تابع رو یاد بگیریم : تابع :حد 

 با توجه به ذکل مؼابل ، میتونیم بگیم : حدِ تابع یعنی مؼدارِ نهاییِ ذاخه های نمودار 

 در آن نؼطه.

 دامنه تابع ذروع میشه . در این نؼطه ػؼط ذاخۀ دمت    که       در نؼطه 

)از دمت رادت به     در ذاخۀ دمت رادت ، وؼتی به دمت      یا همان     رادت را داریم . در این صورت مؼدار نهایی عرض 
 میردد ، پس باید به زبان ریاضیات بنویدیم : 2نزدیک میشویم( به   0

                       

وجود نداره و تابع در این نؼطه نا معین ادت . اما این موضوع هیچ ربطی به حد      نؼطۀ تو پرُ نداریم ،     چون در نؼطه         
 این تابع نداره .



  

 

 که نؼطه ای درون دامنۀ تابع هدت ، هم ذاخۀ دمت رادت داریم و هم ذاخۀ دمت چپ .    در 

نزدیک میشیم  2وجود داره که وؼتی از دمت چپ به      یا همان      دو مؼدار برای     در این نؼطه باید دؼت کنیم که به ازای 
 میرده. 6نهایتاً به      نزدیک میشیم  2میرده و وؼتی از رادت به  4نهایتاً به      

 یعنی داریم :

   
    

 حد چپ                    

   
    

 حد رادت                  

 

و هیچ هدتش     به ازای  مؼدار تابعدؼت کنیم چون این نؼطه دؼیؼاً                      لازمه به نؼطۀ تو پرُ         
 ربطی به حد نداره .

میرده . پس  5نهایتاً به     وؼتی که      نؼطۀ پایانی دامنه ادت.در این نؼطه ػؼط ذاخۀ دمت چپ داریم . مؼدار     
 دیگه الان دریع مینویدیم 

   
   

        
    

         

 ادت ) این موضوع رو از نؼطۀ تو پرُ ػهمیدیم ( . 5هم برابر      در این تابع خودِ 

مشاهده کردم بهتره کمی موضوع رو تا الان با مػهوم حد آذنا ذدیم . البته با توجه به مطالبی که در درس اول ػصل ذشم کتابتون 
 ریاضی مطرح کنیم.

 اول به مثال زیر دؼت کن .

 حاصل حد زیر را بیابید ؟         

   
  √ 

      [  ] 

چطوری ؟ با تابع جزء  اول باید مشکل جزء صحیح رو حل کنیم . حتما میپردین دوال خیلی نگران ذدی ... حتما با دیدن ای جواب :

[  ]صحیح آذنایی داری و میدونی که 
√      
→      [ √ ]         ؼرار میگیره ، یعنی   2-و  1-  که بین [     ] 

[    ].یادمونه که     رو باید در نظر بگیریم. دیگه مشکل دوال حل ذد کاػیه      )یعنی کوچکترین عدد نزدیک به     

 . یعنی :  √میبینی به جاش بزاریم   که در تابع داده ذده هرجا که 



  

 

   
  √ 

      [  ]     
  √ 

  √     ⏟      
   

 [ √ ]⏟  
  

                     

 دیدی چؼدر جواب کوتاه و داده بود ؟ ػؼط یه نکته کوچولو در مورد تشخیص مؼدار داخل جزء صحیح بود.

 حالا حد رو بهتر و کاملتر تعریف میکنیم :

 

ؼبل از برای توابع ؼابل ادتػاده ادت و تا به الان بارها به ذکلهای مختلف با تابع و انواعش آذنا ذدی. بدونی که حددر ابتدا باید         
. البته باید این رو هم بگم که بین تابع  دله آذنا ذده بودیدر ؼالب حل معاها با ضابطه ، آذنایی با تابع با حل معادله ها و نامعادله ها 

 xو نا معادله ها( اینه که در حل توابع ما هر مؼدار دلخواهی رو به معادله ها ) : تػاوت بین تابع ووت وجود دارهک تػای)معادله و نا معادله( و 
رو پیدا میکردیم که ممکن بود این  xنظیرش رو به ددت میاوردیم اما در حل معادله ها و نا معادله ها باید مؼدار مجهول  yمیدادیم و 

چند تا جواب داذته باذه . الان دیگه یادت میاد که برای یادگیری تابع اول لازم بود معادله ها و نا معادله مؼدار منحصر به ػرد باذه و یا 
ابع رو مرور بکنی بهتره جزوه ها رو می آموختی و بعدش تابع و انواعش رو به خوبی آموختی ) اگر احداس میکنی لازمه که بازم مبحث ت

و توابع درجه ، مثلثاتی ء صحیح جز، خطی ، گویا ، رادیکالی ، ؼدر مطلق )توابع خب تا الان  ػصل تابع دهم و یازدهم رو مطالعه بکنی ( .
مخرج و  تؼدیم هاو اتحادها و  ػاکتور گیریبارها روذهای تجزیه و داده کردن توابع رو خوندی و مورد ادتػاده ؼرار دادی مثل ( و دوم

تمام اینها رو گػتم که بدونی رو هم خوندی . محادبه دامنه و برد توابعالبته ...  و ادتػاده از ررػین ودطین و مشترک گرػتن ها
بلت همشون در این ػصل به کمکت میان پس یادت نره برای یادگیری هرچه بهتر این ػصل لازمه که دػترچه خاررات ریاضیات دالهای ؼ

رو بارها با هم ورق میزنیم. البته برای اینکه دانش آموزانی که پایۀ ریاضیاتشون ؼوی هدت رو خدته نکنیم از هر مبحث من ػؼط یک 
 حل بکنی .مثال یا نهایتاً دو مثال رو بازِ باز میکنم و انتظار دارم باؼی مثالها رو خودت مرحله به مرحله 

 تعریف ریاضی حد:

           
   

       

باید خیلی خیلی نزدیک میشه     مجموعه اعداد حؼیؼی ادت اگر   که        این تعریف به ما میگه که به ازای هر 
  هم هیچوؼت به       نمیرده    هیچوؼت به    البته به این نکته دؼت کن که همانطور که .خیلی خیلی نزدیک بشه  به      

  نمیرده .

 و رادت :حد چپ 

              حد چپ
    

       

                         حد راست

 زمانی یک تابع حد داره که دو ذرط ادادی زیر برؼرار باذد : 

 حد چپ و رادت تابع در یک نؼطه باهم برابر باذند. یعنی : (1



  

 

   
    

        
    

       

 تابع باید با مؼدار تابع در آن نؼطه برابر باذن یعنی :حد چپ و رادت  (2

   
    

    
⏟      

حد چپ

    
    

    
⏟      

حد رادت

     ⏟
 مؼدار تابع در نؼطه  

   

 رو باید بزاریم .  دیدی مؼدار حؼیؼی   هرجا که      یعنی در تابع      خب الان میدونی که 

 . یعنی اگه توی تدت یا دوال تشریحی که بهت میدنکه در دوالات بهت میدن دؼت بکنی از حالا به بعد باید به ذکل تابعی        
رو  حد تابعی رو خوادتن که ؼدر مطلق یا جزء صحیح داذت اول باید تکلیف ؼدرمطلق یا جزء صحیح و یا هردوذون            

 رو داخل تابع ؼرار بدی.    مشخص بکنی و بعد 

–یا   میشه خودِ  | |میدونیم که حاصل            باذه ؼدرمطلؼش برابر با خودش میشه     بدتگی داره ،اگر   ، این به علامت   

–میشه باذه ؼدرمطلؼش     ولی اگر    

   را وؼتی که  |    |حد تابع          
 

 
 محادبه کنید؟   

میدونیم که  جواب :
 

 
 

 

 

 
پس   

 

 

 
رو ؼرار       باید  |    |منػی دت و به جای      ؼرار میگیره و در ربع دوم در ربع دوم   

 بدیم . یعنی :

   
  

 

 

 |    |     
  

 

 

            
  

 

 

       
 

 

 

⏟    
  

         

 محادبه کنید ؟        وؼتی که  |      |حد          

 رو مشخص بکنیم : |      |اول باید علامت   جواب :

 کمتر ادت و با توجه 1-از   با مؼادیر کمتر میرود. پس  1-به دمت   

رو ؼرار میدیم        میتونیم ؼدرمطلق رو حذف کنیم و  |      |، داخل ؼدرمطلق مثبت میشود . پس به جای به جدول 

. 



  

 

    وؼتی که   همیشه یک عدد ثابت ادت . در مبحث تابع ػهمیدیم که جزء صحیح هر عدد دلخواه مثل  [ ]حاصل         

[ ] باید [ ]به جای [ ]        در  . پس  برابر میشه با       [  ] کمتر ادت پس جزء  2از    . چون  بدیمرا ؼرار    

 : داریم       یعنی چون  صحیح آن برابر با یک میشود

[ ]  [  ]    

| |       و  نمیتونیم از ضابطه هایی که دارای دامنه هایی ذبیه هیچوؼت                          

 نمودار این ضابطه ها در یک یاو  یک یا چند نؼطۀ جدا از هم دارندحد بگیریم ، چون دامنه این ضابطه ها 

 چند نؼطه از هم جدا میشود .

حالا برای اینکه متوجه بشی که مطالبی که من گػتم با مطالب کتابت ػرؼی نمیکنه تعاریف داخل کتابت رو خیلی کوتاه با هم مرور 

 میکنیم و بعدش چندتا مثال رو با هم حل میکنیم. 

 کتابت میگه :  6از ػصل  6صػحه 

گوییم  باذه (        برابر با   دامنه تابع            )یعنی تعریف ذده باذد         در بازه ای مانند   ػرض کنیم تابع 

از دمت چپ به   به ذرط آنکه نزدیک کرد ،   را به هر اندازه دلخواه بتوان به   ادت . هرگاه مؼدار تابع   برابر با عدد    در    حد چپ

 نزدیک ذود در این صورت مینویدیم :   ؼدر کاػی به 

   
    

 
       

گوییم  باذه (        برابر با   دامنه تابع            )یعنی تعریف ذده باذد         در بازه ای مانند   ػرض کنیم تابع 

 رادتاز دمت   نزدیک کرد ، به ذرط آنکه   را به هر اندازه دلخواه بتوان به   ادت . هرگاه مؼدار تابع   برابر با عدد    در    رادت حد 

 نزدیک ذود در این صورت مینویدیم :   به ؼدر کاػی به 

   
    

 
       



  

 

   و باذه        برابر با   دامنه تابع           )یعنی تعریف ذده باذد        در بازه ای مانند   ػرض کنیم تابع 

از   نزدیک کرد ، به ذرط آنکه   را به هر اندازه دلخواه بتوان به   ادت . هرگاه مؼدار تابع   برابر با عدد    در    گوییم حدتابع  (     

 نزدیک ذود در این صورت مینویدیم :   به ؼدر کاػی به   (رادت و چپ)دو ررف 

   
    

       

 

زمانی    که بیان میکند : حد یک تابع در نؼطه ای مثل  ، تعریف برای وجود حد یک تابع در یک نؼطه ادتاین نکته مهمترین          

 وجود دارد که حد چپ و رادت این تابع در این نؼطه وجود داذته باذد و حد چپ و رادت این تابع با هم برابر باذند یعنی :

       
                     

              و              
        

 بیابید و بگویید آیا این تابع در نؼطه داده ذده حد دارد یا نه ؟چرا ؟    حد چپ و رادت تابع زیر را در نؼطه          

     {√
                     

√               
 

 خیلی واضحه که باید حد رادت را از ضابطه بالایی و حد چپ را از ضابطه پایین محادبه کنیم . جواب :

 پس داریم :نزدیک میشه  2به  2از مؼادیر بیشتر از    میدونیم که حد رادت : 

 

   
    

        
    

√    √    √    

 پس داریم :نزدیک میشه  2به  2از مؼادیر کمتر از    میدونیم که  چپ :حد 

   
    

        
    

√    √    √    

پس این تابع در کل ربق نکته مهم ػوق     یعنی  حد چپ و رادت این تابع با هم برابر نیدتخب اکه کمی دؼت کنیم میبینیم 

 . حد ندارد



  

 

 موجود ادت ؟    کتابتون رو حل میکنیم : آیا حد تابع زیر در نؼطه  6ػصل  9صػحه  8این بار تمرین           

 

     {
                       
                             
                        

 

به دمت  2زرگتر از از مؼادیر ب  چون     در نگاه اول میػهمیم که باید حد رادت را از ضبطه اول محادبه کنیم یعنی حد رادت : 

 نزدیک میشه : 2

   
    

        
    

            

 نزدیک میشه : 2به دمت  2از مؼادیر کوچکتر از   چون     باید حد چپ را از ضبطه دوم محادبه کنیم یعنی  حد چپ :

   
    

        
    

           

حد چپ و رادت چون ربق نکته ؼبل  حد این تابع موجود نیدتپس کاملا مشخصه         از ضابطه دوم هم مشخصه که 

 یعنی : هم برابر نیدتن        تابع داده ذده نه تنها با هم برابر نیدتن بلکه هیچکدومشون با  

   
    

                  
    

                       

برای اینکه جزوه درس دوم این ػصل کوتاهتر بشه و بتونیم مثال هم حل بکنیم من درس دوم این ػصل رو در ؼالب چند ؼضیه به ذما 

 :آموزش میدم 

 ؼضیه های حد :

 ( داریم :       یعنی  )دو عدد حؼیؼی باذند   و   به رور کلی اگر  حد تابع ثابت :

   
   

    

 حدهای زیر موجود باذند میتوانیم حد تابع های ترکیبی را هم محادبه کنیم . یعنی اگر     در    و  با داذتن حد توابع 



  

 

   
   

                    و                        
   

        

 خواهیم داذت :

 به صورت زیر محادبه میشود :   و  حد حاصل جمع دو تابع  (1

   
   

(         )     
   

        
   

           

 به صورت زیر محادبه میشود :   و  حد حاصل تػریق دو تابع  (2

   
   

(         )     
   

        
   

           

 

 به صورت زیر محادبه میشود :   و  دو تابع  ضربحد حاصل  (3

   
   

(         )      
   

         
   

        
   

        
   

       
   

                

تمامی ذکلهایی که از حاصلضرب دو تابع نوذتم با هم برابر هدتند . برای اینکه نگران ذکل نوذتاری حد حاصلضرب دو تابع نباذی 

تمامی صورتهای نوذتاری ممکن رو برات نوذتم . لازم نیدت تمامی این ػرم نوذتاری برای حاصلضرب دو تابع بنویدی ػؼط کاػیه بدونی 

 .ن ػرم نوذتاری وجود داره که میتونی از بینشون یکیو انتخاب بکنی این ؼضیه چندیکه برای 

 به صورت زیر محادبه میشود :   و  دو تابع  تؼدیمحد حاصل  (4

   
   

 

 
    

   
   

    

   
   

    
 

  

  
ذرط برؼراری                      

 محادبه میشود :به صورت زیر      تابع   ام  حد درجۀ  (5

 

   
   

            
   

         
                 

 به صورت زیر محادبه میشود :     ام تابع   حد ریشه  (6

      √    
  √            √  

  

 باذد.     های زوج )رادیکال با ػرجه زوج( باید   خیلی دؼت کن که برای          



  

 

اما خیلی روش ؼضیه زیر خیلی مهم و کاربردیه ولی ممکنه امدال از این ؼضیه ادتػاده نکنی بخارر همین این ؼضیه رو برات مینویدم 

 تأکید نمیکنیم . دال آینده ؼطعا با این ؼضیه مهم آذنا میشی .

هم با آنها مداوی   با هم برابر باذند ، حد     در    و  و حد توابع                اگر ؼضیۀ ػشردگی :  (7

 خواهد بود . یعنی داریم :

                
                       
⇒                           

   
       

ضمنا حتما به این نکته دؼت کن که زمانی میتونی از هروؼت در زندگی یک نامداوی ده تایی دیدی ، یاد ؼضیۀ ػشردگی بیوػتید .         

 حد هر دو تابع به یک نؼطه میل کنند.ؼضایای حد ادتػاده بکنی که 

 به رور کلی حد یک تابع چند جمله ای در یک نؼطه با مؼدار تابع در آن نؼطه برابر ادت .         

 آیا تداوی زیر برؼرار ادت ؟             و               اگر           

       

 
 √       

           و همینطور برای      √    √       √      پس حد  3برابر ادت با      چون حد  جواب :

 داریم   

       

 
 

       

 
 

   

 
 

  

 
   

       

 ⏟      
 

 √      ⏟      
 

     

 پس تداوی ػوق برؼرار ادت .

 حاصل حد زیر را بیابید؟          

   
   

  √    

    
 



  

 

میدونیم که ربق ؼضایای حد که پیش از این مطرح ذدن ، میتونیم حد صورت و مخرج کدر رو به صورت جداگانه محادبه  جواب :

 کنیم .

   
   

  √    

    
 

    

    
 

   
   

  √    

   
   

    
 

   
   

        
   

 حدِ  صورت                    √          √       √  

   
   

        
   

 حدِ  مخرج                                

 ذد و در حال حاضر به  0با توجه به جوابهای به ددت آمده کاملا مشخصه که صورت و مخرج کدر برابر با 

   
   

    

    
 

   
   

  √    

   
   

    
 

 

 
 

روذهای داده کردن و همچنین دامنه توابع و  انواع تابعروز که چون تا به امیک نتیجه مبهم برای حد ادت . یادته گػتم  ، که ردیدیم

و ... رو خوندی باید آمادگی ادتػاده از اونها رو داذته  مخرج مشترک گیریو  دلتاو  ػاکتورگیری،  تجزیه ، اتحادها،  گویا کردنمثل  توابع

باذی ؟ الان دؼیؼا برای حل این دوال باید دػترچه خاررات ریاضی دالهای ؼبلتو باهم ورق بزنیم. پادخ به این دوال خیلی راحت و 

 .ذیرینه ػؼط مکی دؼت و حضور ذهن لازم داره 

 الان دیگه میدونی که اگه به جوابی مشابه 

 
 یا 

عدد

 
ردیدی جواب به ددت آمده یک جواب مبهمه که باید برای تغییرش از روذهای  

 داده کردن ادتػاده بکنیم . البته حالتهای مبهم دیگری هم برای حد وجود داره که دال آینده با آنها آذنا میشی.

و خیلی واضحه که ( یعنی گویا کردن) مزدوج صورت ضرب کنیمرو در  رصورت و مخرج کددر صورت کاػیه که  برای تغییر پادخ حد

 باز کنیم. اتحاد چاق و لاغرهم میتونیم با ادتػاده از مخرج کدر 

  پس داریم :

   
   

    

    
 

   
   

  √    

   
   

    
    

   

  √    

    
اتحاد چاق و لاغر
⇒      

    
   

  √    

             
 



  

 

 بعد از تبدیل مخرج کدر به اتحاد چاق و لاغر کاػیه که صورت و مخرج کدر رو در مزدوج صورت ضرب کنیم 

   
   

  √    

             
    

   

  √    

             
 

  √    

  √    

    
   

   √        √    

                 √     

    
   

    √      

                 √     

    
   

        

              (  √    )
 

 

    
   

      

                 √     

    
   

     

                 √     

    
   

       

                 √     
 

 هدتش رو از صورت و مخرج کدر باهم بزنیم       حالا میتونیم عامل صػر کننده کدر که همون 

 

 

   
   

  

           √     
 

  

        ⏟        
 

   √        ⏟            
     

 
  

   
  

 

 
  

 

 
 

جواب این دوال ػؼط و ػؼط بازی ریاضیه . جواب اینکار رو برای این انجام دادم که بدونی ال رو تا این اندازه باز میکردم اما نباید پادخ دو
خیلی داده ادت و این که جواب رو رولانی میبینی ػؼط بخارر اینه که تمامی مراحل حل رو حتی داده کردنها در این پادخ باز ذده . 

 خودت بتونی پادخ دوالات رو باز کنی .انتظار دارم از این پس دیگه 



  

 

 ؟ حاصل حد زیر را بیابید          

   
    

√       

        
 

 دیدی به جاش صػر بزاری . یعنی : xکاػیه که توی عبارت داده ذده هرجا که  جواب :

 

   
    

√       

        
 

√          

        
 

√      

    
 

√   

 
 

 

 
 مبهم         

 برای رػع ابهام باید از اتحادهای مثلثاتی ادتػاده کنیم . یعنی :

چون ربق ؼاعده  |    |  √      √  √       √و                  در صورت کدرکه : میدونیم

ؼرار دارد و دینوس در این ربع  دوم چون کمان در ربع                         در مخرج )و  | |   √ؼدرمطلق 
از مؼادیر کمتر از صػر به صػر نزدیک میشه که در ربع چهارم   باید بدونیم که       ضمن اینکه با توجه به اینکه (منػی ادت.

|    |       با علامت منػی برداذته میشه یعنی  در صورت کدر، می اػته و در این ربع دینوس منػیه ، پس ؼدرمطلق  

         

 صورت دوال ؼرار بدیم . یعنی :حالا کاػیه که نتایج زرد رنگ رو داخل 

   
    

√        

         
    

    

√      

     
    

    

√       

     

    
    

√  √     

     
    

    

√  |    |

     
    

    

√         

     
 

√ 

 
 √  

           

       حد  که میدونیم          
√       

        
 .برابر میشه   √ با و حد رادت این تابع    √وجود ندارد ، چون حد چپ این تابع  

  

   
    

√        

         
    

    

√      

     
    

    

√       

     

    
    

√  √     

     
    

    

√  |    |

     
    

    

√        

     
 

√ 

  
  √    



  

 

 به ذکل زیر ادت :    نمودار این تابع در ارراف 

 

 

 

 

 

 حدهای زیر را محادبه کنید ؟           

          
     

    
 )الف 

        
    

   
 )ب

 ؼرار بدی. 3دیدی به جاش    کاػیه که توی صورت دوال هرجا که جواب الف :

   
   

     

    
    

   

        

    
 

   

   
 

 

 
 مبهم         

و ػاکتورگیری رػع ابهام باید دػترچه خارراتتو ورق بزنیم . الان بهترین راه برای رػع ابهام ادتػاده از اتحادهاحالا برای 
 دت :ا

   
   

     

    
    

   

      

     
    

   

      

      
    

   

      

          
    

   

 

   
 

 

   

 
 

 
 

 

 
 

 ؼرار بدی.   دیدی به جاش    دوال هرجا کهکاػیه که توی صورت  جواب ب:

   
    

    

   
 

       

    
 

    

 
 

 

 
 مبهم            

 رػع ابهام رو انجام بدی.اتحادها حالا باید با ادتػاده از 



  

 

   
    

    

   
    

    

     

   
    

    

              

   
    

    
       

                        
 پیودتگی :

تا اینجا ما به خود نؼطه کاری  برای آموزش هرچه بهتر این مبحث بهتره در ابتدا بتونیم پیودتگی رو از روی نمودار تشخیص بدیم .
. اگه در نؼطه مورد نظر هم دروکار داریماز حالا به بعد با مؼدار تابع نداذتیم و ػؼط ارراف نؼطه مورد نظر رو برردی میکردیم ، اما 

 خیلی خیلی داده بخوام بگم باید به این ذکل حد و پیودتگی رو تعریف کنیم.

    به  از از مؼادیر کمتر یا بیشتر را     وؼتی از حد یک تابع حرف میزنیم برای ما خود نؼطه مد نظر نیدت و ػؼط تلاش میکنیم
یعنی دؼیؼا همون حل معادله  به چه عددی نزدیک میشه .  یا همون      ، تابع      به ازای م و در نتیجه بػهمیم نزدیک بکنی

به عنوان نمونه  رو به ددت میاریم.  یا به عبارت بهتر      رو داریم و داخل ضابطه تابع ؼرارش میدیم و   ادت که ما در اینجا مؼدار 
 برای مثال ػوق ؼدمت الف :

   
   

     

    
    

   

      

     
    

   

      

      
    

   

      

          
    

   

 

   
 

 

   

 
 

 
 

 

 
 

      در تابع ػوق     میگیم به ازای 
 

 
به دمت      یا همون   ( میل میکنهنزدیک میشه ) 3به دمت   وؼتی ی . یعن 

 

 
 

 . (میل میکنهنزدیک میشه )

یعنی علاوه بر حد تابع به مؼدار آن هم نیاز  نیاز داریم و حالا باید به دراغ خود نؼطه هم برویم .در مورد پیودتگی ما به خود نؼطه هم 
 . زیر توجه کنبه تصاویر داریم .

 
 

 الف( تابع حد ندارد و مؼدار آن با
  حد چپ یا رادت مداوی نیدت .

 
 

 
 

 تابع حد ندارد و مؼدار آن با  ب(
 حد رادت برابر ادت . 

 
 

 ج( تابع حد ندارد و مؼدار آن با 
 حد چپ برابر ادت

 
  

 
 

 د( تابع حد دارد و مؼدار آن با 
 حد برابر ادت

 



  

 

 ه( تابع حد دارد ، اما مؼدار آن با حد برابر نیدت
  

  
 

باذد در همان محلی  باید نؼطۀ توپرُدر نمودار یعنی نمودار یک تکه باذد و بدون برداذتن ؼلم از روی کاغذ ردم ذود . پیودتگی               
 این ادت که ذرط پیودتگیکه ذاخه های چپ و رادت به هم ردیده اند . به زبان ریاضی ، 

        
   

     

 یعنی حد یک تابع باید با مؼدار آن تابع مداوی باذد . به بیان کاربردی تر ، حد چپ و رادت و مؼدار تابع باهم برابر باذند .

 توجه به جدول ػوق ،با 

 در نؼطۀ مشخص ذده ، ناپیودته ادت چون مؼدار تابع با حد چپ و رادت برابر نیدت. : تابع الف

به بیان دیگر  ( ، چون نؼطۀ توپرُ به ذاخۀ دمت رادت متصل ذده .یعنی پیودتگی یکطرػه داردػؼط از رادت پیودته ادت ) تابع ب :
 برابر ادت . یعنی : حد رادت با مؼدار تابع

          پیودتگی رادت
    

     

به بیان دیگر حد  . توپرُ به ذاخۀ دمت چپ متصل ذده ( ، چون نؼطۀیعنی پیودتگی یکطرػه داردػؼط از چپ پیودته ادت ) تابع ج :
 یعنی : چپ با مؼدار تابع برابر ادت .

          پیودتگی چپ
    

     

و مؼدار تابع با حد چپ و رادت برابر  ( پیودتگی دو ررػه. یعنی هم از چپ و هم از رادت پیودتگی دارد )  کاملاً پیودته ادت تابع د :
 ادت . یعنی :

          پیودتگی دو ررػه
    

        
    

     

 ، یعنی : هیچ ررػی پیودته نیدتاز ادت اما  حد چپ و رادت آن باهم مداویاین تابع حد دارد پون  تابع ه :

          پیودتگی ندارد
    

        
    

     

 . تابع پیودته میشود، آن وؼت تعریف کنیم  برابر حد تابعرا      در این تابع میتوانیم 

 

 ذکل توابعی که تابحال ذناخته ایم را ببین :



  

 

     مثل  پیودته ادت :الف ( تابع درجه دوم و هر تابع چندجمله ای 

 

 

 

      ب ( تابع نمایی و لگاریتمی پیودته اند : مثل 

 

 

 

       ج ( توابع دینوس و کدینوس پیودته اند : مثل 

 

 

 

 

   توابع کدری در دامنۀ خود پیودته اند : مثل  د (
 

 
  

 

 

 

 

 

 توابع گنگ ) رادیکالی ( در نؼاط داخلی ) غیر منػرد (ه( 

   √  : مثل  دامنه خود پیودته اند

  



  

 

 

 

| |  توابع ؼدرمطلؼی پیودته اند : مثل و (   |   | 

  

 

 

 با یک مثال مطالب رو بهتر یاد میگیری :

 پیودته ادت ؟  تابع زیر بر کل    به ازای چه مؼادیری از             

  √        

 زیر توجه کن :ؼبل از پادخ به این دوال به یادآوری  جواب :

 میدونیم که برای محادبه دامنه یک تابع رادیکالی باید به دو ذرط مهم توجه کنیم :         

   مثلا برای .ذرط اول : ػرجه رادیکال : اگه ػرجه زوج باذه حتما باید عبارت زیر رادیکال رو بزرگتر از صػر ؼرار بدیم
 

√ 
حتما باید  

  عبارت زیر رادیکال از صػر بزرگتر درنظر گرػته بشه چون 
 

√ 

دامنه تابع
توی مخرج ؼرار داره حتی نباید مخرج کدر برابر     √    ⇒

. البته ػرجه زوج رادیکال صػر بشه چ.ن کدری که مخرج آن صػر باذه تعریف نشده ادت یا به عبارت بهتر چنین کدری وجود نداره
 یچ عدد منػی نمیتونه زیر این رادیکال ؼرار بگیره .هم به ما میگه ه

عبارت زیر رادیکال رو بزرگتر مداوی صػر ؼرار میدیم چون در این نمونه بخارر وجود ػرجه زوج هیچ عدد منػی زیر   √  اما برای 

 √  رادیکال ؼرار نمیگیره اما میشه که عبارت زیر رادیکال برابر صػر بشه یعنی 
دامنه تابع
⇒    √     

ادت ولی باید به این نکته توجه کنیم که رادیکاد موجود توی   اما برای توابع رادیکالی با ػرجه ػرد میدونیم که دامنه این توابع برابر با 
 تابع در کجای تابع ؼرار داره . به عنوان نمونه :

  
 

√   
  

 



  

 

 میشه یعنی: {ریشه های مخرج}  همانطود که میبینید رادیکال در مخرج کدر ؼرار داره و دامنه این تابع 

  
 

√   
 

 دامنه تابع
⇒    √   

 
             

دامنۀ تابع         { } 

یا هر تابع رادیکالی دیگری با ػرجه ػرد داذته باذیم که رادیکال در مخرج کدر نباذه دامنه این تابع     √  حالا اگر تابعی ذبیه 
 .خواهد بود   برابر با 

 حالا بعد از این یادآوری بریم دراغ پادخ مثال داده ذده:

نگرػته پس دامنه این تابع رو به صورت زیر میدونیم که این تابع رادیکالی ػرجه زوج داره و در مخرج هیچ کدری ؼرار  جواب مثال ػوق :
 محادبه میکنیم :

  √       
دامنه تابع
⇒                 

 از روش دلتا ادتػاده میکنیم :

        

{

ضریب                   
ضریب                 
ثابت عدد              

⇒                                    
چون ضریب   مثبت ادت پس دلتا منػی ادت
⇒                         

      
  

 
      

 . پیودته ادت  بر کل تابع داده ذده  [       یا به عبارت دیگه به ازای      پس به ازای 

به اینصورت که در این نوع توابع باید به  مورد ادتػاده ؼرار میگیره توابع دو یا چند ضابطه ایاصل این مبحث )پیودتگی( برای           

 از ضابطه های مختلف به ددت می آیند. حد چپ و رادت و مؼدار تابعیعنی نؼاری که  توابع توجه کنیمنؼاط مرزی 

را    و   و حد برخی از ضابطه ها مبهم میشود و باید مؼادیر مجهول  میگذارند   و  در تدتها معمولا برای ضابطه ها           

 محادبه کنی که تابع داده ذده یک تاابع پیودته ذود .

 به مثالهای زیر دؼت کن :

 را بیابید؟    پیودته باذد    اگر تابع زیر در نؼطه ای به رول           



  

 

     {
                 
                 

√ 
 

              

 

 .تابعی پیودته ادت که حد چپ و رادت آن با هم و با مؼدار تابع در آن نؼطه برابر باذد میدونیم که جواب :

 :پس داریم 

   
     

    
⏟      

حد چپ

    
     

    
⏟      

حد رادت

      ⏟  
مؼدار  تابع در     

 

     حد رادت با ادتػاده از ضابطه بالا
     

        
     

                 

     حد چپ با ادتػاده از ضابطه میانی
     

        
     

                     

  

 

  √        مؼدار تابع با ادتػاده از ضابطه پایین
 

            

از ؼانون پیودتگی ادتػاده کنیم. یعنی اول حد چپ و رادت رو با هم برابر ؼرار بدیم بعد مؼدار به  bو  aحالا باید برای بددت آوردن 
 یعنی: برابر ؼرار بدیم 1-ددت آمده را با مؼدار تابع در 

   
     

    
⏟      

حد چپ

    
     

    
⏟      

حد رادت

      ⏟  
مؼدار  تابع در     

            

                   

                   

                     رو محادبه کنیم پس داریم :    در متن دوال از ما خوادته بود حاصل  



  

 

}         تابع با ضابطه           

      

     
                  

                            
    

 
                     

 پیودته ادت ؟  به ازای چه مؼدار از   

کالا مشخصه که حد رادت با ادتػاده از ضابطه بالایی و حد چپ با ادتػاده از ضابطه پایینی و مؼدار تابع با ادتػاده از  جواب :

 ضابطه میانی محادبه میشن . پس داریم :

     حد رادت
    

        
    

      

     
 

با ادتػاده از هم ارزی
⇒                    

  

 
                   و         

 حالا داریم :

     حد رادت
    

        
    

      

     

    
    

  

 
   

    
    

  

 
  

    
    

  

    
    

    

 

 
 

 

 
 

از مبحث مشتق میخونید من ػؼط یک ذمای برای حد چپ باید از ؼانون هوپیتال ادتػاده بشه که این ؼانون رو دال آینده با ادتػاده  
 کلی از حد چپ این تابع به ذما نشون میدم ولی ؼانون هوپیتال رو نمیگم.لطػا در پادخ به این دوال خیلی کلی حد چپ رو ػعلا بپذیر :

     حد چپ
    

    

 
 

 

 
 مبهم 

با ادتػاده از ؼانون هوپیتال
⇒                

    

    

 
    

    
        

 خب حالا به ذرط پیودتگی برمیگردیم یعنی :

   
    

    
⏟      

حد چپ

    
    

    
⏟      

حد رادت

     ⏟
مؼدار  تابع در    

   
 

 
   

و  1با  نمیتواند   چون 
 

 
 .پیودته نمیکندتابع داده ذده را    پس هیچ مؼداری از   مداوی باذد 



با هم برابر نباذند( آنگاه هیچ انتخابی     حد نداذته باذد )یعنی حد چپ و رادت این تابع در     در      اگر تابع             

 تابع را پیودته نمیکند چون پیودتگی های یکطرػه )یعنی چه تابع از رادت پیودته باذد یا به عبارتی      برای 

   
    

    
⏟      

حد رادت

     ⏟
مؼدار  تابع در    

 

 و یا از چپ پیودته باذد یا به عبارتی 

   
    

    
⏟      

حد چپ

     ⏟
مؼدار  تابع در    

 

و در اصل برای پیودتگی یک تابع  پیودتگی یکطرػه نشان دهنده پیودتگی کل تابع نیدتتابع را پیودته نمیکند.بهتره بگیم 
 .حتما باید ذرط پیودتگی برؼرار باذد و  پیودتگی دو ررػه معنا دارد

 




